Cwiczenie 8

WYZNACZANIE MOMENTOW BEZWLADNOSCI | SRODKA
CIEZKOSCI BRYL | FIGUR PLASKICH

8.1. WSTEP

Celem ¢wiczenia jest do$wiadczalne wyznaczenie momentéw bezwladnosci bryl obrotowych oraz
srodkéw cigzkosci bryl nieregularnych. Zakres materiatu teoretycznego niezbgdny do zrozumienia
¢wiczenia obejmuje: analityczne wyznaczanie masowych momentow bezwladnosci bryt obrotowych
wzgledem osi, kinematyke 1 dynamike bryty sztywnej w ruchu obrotowym. W ¢wiczeniu wyznaczone
zostana doswiadczalnie momenty bezwladnosci wybranych bryt obrotowych oraz potozenie srodkow
cigzkosci kilku bryt nieregularnych .

8.2. WPROWADZENIE TEORETYCZNE

Momentem bezwladnosci ciala materialnego wzgledem dowolnie obranej osi nazywamy granicg, do
ktorej dazy suma iloczynow mas elementdéw, na ktore podzieliliSmy ciato, przez kwadraty odleglosci
tych elementéw od wspomnianej osi, gdy liczba elementow dazy do nieskonczonosci przy
jednoczesnym dazeniu* do zera ich wymiarow. Aby przyblizy¢ powyzsza definicjg, wezmy dowolne
ciato materialne o masie m przedstawione na rys. 8.1 i podzielmy na n elementow, z ktorych jeden,
dowolny o masie m. (i = 1, ..., n) oznaczono na rysunku. Jesli teraz dla przykladu za dowolna oS,
wzgledem ktorej moment bezwtadnosci okre§lamy, przyjmiemy o$ Oz, to wedlug definicji moment
bezwtadnosci wzgledem tej osi bedzie rowny

I, =lim Y mh’ (8.1)

n=1

W analogiczny sposéb mozna zdefiniowa¢ momenty bezwtadnosci uktadu punktow materialnych
wzgledem punktu O oraz wzgledem ptaszczyzny II. Otrzymamy wigc:

IU = n/liroi2
Z‘ (8.2)

I, = Z mz’”mz (8.3)
i=1

Poniewaz jednak wyrazenia (8.2) i (8.3) przy ilosci mas m; dazacej do nieskonczonosci w
granicznym przypadku sa rowne calce, to otrzymamy w przypadku rownania (6.1):

I Y [Wdm= [ ph*av (8.4)

gdzie p — ggstos¢ ciata.
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Rys. 8.1. Opis potozenia elementu o masie m. dowolnej bryly

Poniewaz w ogélnosci 2° = x’+)7, to po podstawieniu do wzoru (8.4) otrzymamy

I, :J-(x2 +y*)dm = jp(xz +yH)dV

m

Postepujac podobnie dla osi Ox i Oy otrzymamy nast¢pujace wyrazenie na momenty bezwladno$ci
wzgledem pozostatych osi uktadu Oxyz:

I =j(y2 +22)a’m='[,o(y2 +22)dV=Izzdm+jy2dm (8.5)

L= [ +2))dm= [ p(® +2")dV = [ *dm+ | 2 dm

Calki typu fzzdm, fxzdm, f y*dm wystepujace we wzorach (8.4) i (8.5) nazywaja sie momentami
wzgledem plaszczyzn uktadu wspotrzednych. Poniewaz z° jest kwadratem odleglosci elementu dm od
ptaszczyzny Oxy, wobec tego f z>dm jest momentem bezwladnosci wzgledem tej plaszczyzny. Dwie
nastegpne calki sa odpowiednio momentami wzgl¢dem ptaszczyzny Ozy i Ozx.

Mozna wykaza¢, ze moment bezwladnosci ciata wzglgdem dowolnego punktu O jest rowny sumie
momentu wzgledem $rodka masy C i iloczynu masy ciata przez kwadrat odlegtosci danego punktu od
srodka masy. Zaleznos¢ ta moze by¢ zapisana wzorem

I,=1.+mr.’ (8.6)

Réwniez moment bezwladnosci wzgledem dowolnej ptaszczyzny (prostej) jest rOwny sumie momentu
bezwladno$ci wzgledem plaszczyzny (prostej) réwnoleglej do danej i przechodzacej przez $rodek
masy oraz iloczynu masy przez kwadrat odlegtosci ptaszczyzn (prostych). Odpowiednie wzory maja
postac:

1// :]//)(7 +my(.‘2 (8.7)
I.=1,+md’ (8.8)

gdzie: y. jest odlegloscia migdzy rownoleglymi plaszczyznami Uxz i ILXZ, ad — odpowiednio
mig¢dzy rownolegtymi prostymi x i X.



W analizie dynamicznego zachowania si¢ cial sztywnych wprowadza si¢ pojgcie momentow
odsrodkowych, zwanych rowniez momentami dewiacyjnymi lub momentami zboczenia. Z definicji
momentem odsrodkowym ciala wzgledem dwoch prostopadtych ptaszczyzn nazywamy granicg sumy
iloczynéw mas elementow ciata przez odleglos¢ tych elementéw od danych plaszczyzn. Mozna wige
przyktadowy moment odsrodkowy wzgledem np. ptaszczyzn XY 1 YZ prostokatnego uktadu
wspotrzednych okresli¢ wzorem

Xz

I_= .[ xzdm (8.9)

m

Momenty odsrodkowe (w odréznieniu od momentow bezwladnosci) moga przyjmowac wartoSci
zarowno dodatnie, jak i ujemne. Mozna wigc zauwazy¢, ze jesli cialo ma plaszczyzneg symetrii, to
moment odSrodkowy wzgledem tej ptaszczyzny i ptaszczyzny do niej prostopadtej jest rowny zeru.

Jesli  momenty  odsrodkowe  dowolnego ciala  wzgledem  trzech  par  plasz
czyzn ukltadu wspdlrzednych sa réwne zeru, to osie wspolrzednych sa  glow
nymi osiami bezwladnosci tego ciata. Jezeli poczatek tych osi znajduje si¢ w srodku masy ciata, to
osie te nazywaja si¢ gtbwnymi centralnymi osiami bezwladnosci.

Jezeli cialo ma o$ symetrii, to 0§ ta jest jego glowna centralna osig bezwladnosci, jezeli natomiast
ciato ma plaszczyzne symetrii, to kazda prosta prostopadta do tej ptaszczyzny i przechodzaca przez
srodek masy jest gldéwna centralna osia bezwtadnosci.

Momenty bezwladnosci figur plaskich

Momenty bezwladnosci  figur plaskich sa waznymi  wielkosciami  geometrycznymi,
charakteryzujacymi przekroje poprzeczne pretdow. Sa  wykorzystywane w  obliczeniach
wytrzymatosciowych.

Dana jest figura plaska o polu 4 (rys. 8.2). Element pola d4 okreslony wspotrzednymi x i y jest
odlegly od poczatku uktadu wspoétrzednych o p.

¥4
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Rys. 8.2. Figura plaska z wyr6znionym elementem d4



Wprowadza si¢ nastgpujace definicje:
— momenty bezwladnosci wzglgdem osi x i y uktadu wspotrzednych (por.
wzor (8.4)

I,=[y"d4 I,=[xd4
A

A

— moment bezwtadno$ci wzgledem uktadu osi (dewiacji, odsrodkowy) (por.
wzor (8.9))

I,= jxydA (8.92)

A

moment dewiacji jest roOwny zeru, gdy przynajmniej jedna z osi uktadu jest osig symetrii;
— biegunowy moment bezwtadnosci (moment wzgledem punktu)
1,=[pdA

Jednostka momentéw bezwtadnosci figur plaskich jest m*. Calkowanie w powyzszych zalezno$ciach
odbywa si¢ po powierzchni przekroju.

W  wytrzymatosci materiatow istotna jest znajomos$¢ uktadu glownych centralnych osi
bezwltadnosci — jest to taki uktad, ktérego poczatek pokrywa sig ze srodkiem cigzkos$ci przekroju C,
a moment dewiacji wzgledem tych osi jest rowny zeru. Z ukladem tym zwiazane sa gtdwne centralne
momenty bezwtadnos$ci przekroju.

Uwaga! Definicje okreslajace: moment bezwladno$ci cial materialnych (masowe momenty
bezwladnos$ci) oraz momenty bezwitadnosci figur plaskich sa analogiczne, jednak nalezy sobie
zdawac sprawe z jakosciowej réznicy migdzy tymi pojgciami:

— moment bezwladno$ci ciata jest waznym parametrem masowym (jednostka kg-m?),
wykorzystywanym w dynamice (ruch obrotowy),

— moment bezwladnosci figury ptaskiej (przekroju) jest parametrem geometrycznym (jednostka
m®), istotnym w obliczeniach wytrzymato$ciowych (zginanie, skrecanie).

Rys. 8.3. Wyznaczanie momentu bezwladnosci walca obrotowego

Przyklad. Jednorodny walec obrotowy
Moment bezwladnosci walca obrotowego wzgledem jego osi obrotu (0§ Oz na rys. 8.3)
wyprowadzimy bezposrednio z definicji (8.4). W tym celu wycinamy myslowo elementarng



warstwe o grubosci dr ograniczong dwiema powierzchniami walcowymi o promieniu r i r + dr.

Poniewaz odlegtos¢ h catej warstwy rowna sig r

dV =2mrHdr
to moment bezwladno$ci

R R
I = j oh’dV = j oh> (2 Hdr) = j o’ 2 aHdr =
14 0 0

R 4R 4
= 2ﬂpHIr3dr = 27rpH(r—J _ mpHR”
0 4 ) 2

Uwzgledniajac, ze masa walca wynosi m = 7R*Hp , otrzymujemy

RZ
- (8.10)

[Z
2

Nastepnym, waznym pojeciem z geometrii mas jest sSrodek cigzkosci bryty.

Srodkiem cigzkosci bryly sztywnej nazywamy taki punkt C, ktory ma te wlasnosé, ze stale
przechodzi przez niego wypadkowa uktadu sit cigzkoSci dziatajacych na uktad punktéw materialnych

tworzacych dana bryte.
Z powyzszej definicji wynikaja nastgpujace wyrazenia na polozenie $rodka cigzkosci bryly w

prostokatnym uktadzie wspotrzednych Oxyz:

j goxdV .[ goxdV j pxdV
x =2 =V _r (8.11a)
© [epdr G m
V
jgpde Igpde jpde
_r _r 4
Y. = jgpdV == (8.11b)
vV
jgpde J-gpde J-,ode
z, = 4 =L =L (8.11¢)
[ gpav G m
V

gdzie masa brylty m = .[ pdV , natomiast catki J- pxdV, J- pydV, .[ pzdV  sa statycznymi
V V V V

momentami bezwtadnosci odpowiednio wzglgdem plaszczyzn Oyz, Ozx, Oxy, G - jest cigzarem bryly,

g — przyspieszeniem ziemskim.



8.2.1. WYZNACZANIE MOMENTOW BEZWLADNOSCI. METODA WYBIEGU

Zgodnie z definicja przyspieszenia katowego € dla ruchu obrotowego jednostajnie przyspieszonego
mamy

_do _d’p
dt dt*

& =&, =const.

Catkujac to rownanie wzgledem czasu ¢ znajdujemy predkos¢ katowa

do
G’ZE:‘%HWO (8.12)

Stata catkowania @, jest tutaj rowna predkosci katowej ciata w chwili £ = 0.
Aby wyznaczy¢ kat obrotu ¢ w funkcji czasu, catkujemy rownanie (8.12)

. . & . . .
po czasie i otrzymujemy: ¢@(¢) = 701‘2 +w,t + @,, przy czym stala catkowania ¢, jest rOwna

warto$ci kata obrotu w chwili poczatkowej ¢ = 0.

Za pomoca wzoru (8.12) mozna wyznaczy¢ predkos¢ poczatkowa @, i1 przyspieszenie &, = const,
jesli znane sa predkosci katowe @, 1 @, odpowiadajace znanym chwilom czasu ¢ 1 ¢,. Mamy
W, =& + @, , 0, = Eyt, + @, , stad otrzymujemy:

a) Wl — w,l,
Y =
L, =t
& = W, — 0,
) =
tz _tl

Jesli zatozymy dla celow zwiazanych z ¢wiczeniem, ze @, jest znane i odpowiada chwili czasu ¢,
czyli o, = ®,, ®, =0 co odpowiada chwili czasu ¢, =¢, (¢, - czas pomierzony), to otrzymamy
wzory (8.13) 1 (8.14), ktore bedziemy wykorzystywac¢ w ¢wiczeniu:

0-— -
g =0 "% 27m (8.13)
(-0 1 60t

Znak minus oznacza, ze analizowany ruch jest ruchem jednostajnie opéznionym.



Drugie prawo dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego mowi, Ze ruch jednostajnie przyspieszony
(opdzniony) jest skutkiem dziatania stalego co do warto$ci niezrownowazonego momentu (pary sit)
zgodnie z zaleznos$cia
-, 27m
M=lgy=1—"=-1— (8.14)
t 601,

p

gdzie I - moment bezwladno$ci wzgledem osi obrotu ciata. Znak minus przy momencie oznacza, ze
jest to moment hamujacy.

Ze wzoru (8.14) mozemy wyznaczy¢ nieznany moment bezwladnosci I. Ze wzgledu na to, ze
wielko$cia mierzona jest czas ¢, (czas po jakim uktad osiagnie predkos¢ katowa @ =0, t¢ metode
wyznaczania momentow bezwladnoséci nazywaé bedziemy metoda pomiaru czasu wybiegu.

8.2.2. WYZNACZANIE POLOZENIA SRODKOW CIEZKOSCI BRYL
NIEREGULARNYCH.

Srodek cigzkosci bryty wyznaczy¢é mozna metoda zawieszania bryly na linach. Zatézmy, ze chcemy
wyznaczy¢ odlegtos$¢ srodka cigzkosci C bryty 4 od punktu O. Do bryly 4 o cigzarze G podwieszamy
dodatkowy cigzar Q jak na rys. 8.5. Rownanie réwnowagi momentow wzgledem punktu O ma
postaé: Qa — Ghsina =0, stad

h=—2

" Gsina (8.15)
[
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Rys. 8.5 Wyznaczanie $rodka cigzkos$ci



8.3 OPIS STANOWISKA POMIAROWEGO ORAZ PRZEBIEG
CWICZENIA

Stanowisko pomiarowe do wyznaczania momentow bezwtadnosci zostato schematycznie
przedstawione na rys. 8.6. Sktada si¢ ono z: 1 — ramy, 2 - silnika elektrycznego, 3 - sprzegla I, 4 -
sprzegla I, 5 - podpory tozyskowej watu, 6 — przesuwnej podpory tozyskowej watu, 7 — pradnicy
tachometrycznej (lub licznika obrotéw), 8 — przedmiotu o momencie bezwtadnosci /j, 9 —
przedmiotow o momentach bezwtadnosci 7, /i, 10 - $rub mocujacych podporg 6, 11, 12 — watkow
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Rys. 8.7. Stanowisko pomiarowe do wyznaczania $rodka cigzkosci bryty

Stanowisko pomiarowe do wyznaczania srodka cigzkosci bryty przedstawiono
rys. 8.7. Sktada si¢ ono z: 1 - stojaka, 2 - skali katowej, 3 — obciaznika, 4 - ciggien, 5 - bryl o

nieznanym potozeniu $rodka cigzkos$ci



Przebieg wykonania ¢wiczenia przedstawiono ponizej.

Metoda wybiegu

1) Zatozy¢ na koncowki watkow 11 1 12 przedmiot 8 o momencie bezwtadnosci 7, , po czym zblizy¢
maksymalnie podpore¢ 6 w kierunku silnika 2 i dokreci¢ $ruby 10.
Uwaga! Punkt 1 wykona¢, jesli przedmiot 8 nie byt zalozony wcze$nie;j.

2) Wiaczyc¢ silnik i czekaé, az osiagnie ustalona predkos¢ katowa obserwujac wskazania tachometru.

3) Zapisac predkos¢ obrotowa n, odpowiadajaca @, .

4) Wylaczy¢ silnik i jednoczesnie wlaczy¢ stoper.

5) W momencie kiedy uktad przestanie wirowac, zatrzymac stoper.

6) Zapisa¢ czas wybiegu ¢, =1¢, .

7) Pomiar powtorzy¢ trzy razy.

8) Punkty 1-7 powtorzy¢ dla bryly o momencie bezwtadnosci /,,, a potem dla bryty o momencie
Ly

9) Dokona¢ pomiaru wymiardw geometrycznych bryt o momentach /,,7,,1,,,oraz wymiaro6w
waltkow 111 12. Zapisa¢ te wymiary.

10) Zapisa¢ warto$¢ momentu bezwtadnosci wirnika silnika i sprzegta 7, .

Metoda wyznaczenia Srodkow cigzkoS$ci bryl

1) Zawiesic¢ bryte na ciggnach (jak na rys. 8.7).

2) Odczytaé i zapisa¢ warto$ci katdow wskazane przez ciggna na skali katowe;j.

3) Obciazy¢ bryle obciaznikiem Q (jak na rys. 8.5 lub 8.7).

4) Zmierzy¢ dlugo$é odcinka a (rys. 8.5), ktory jest odlegto$cia miedzy punktem zaczepienia ci¢zaru
Q i prosta pionowa przechodzaca przez punkt zaczepienia ciggien.

5) Odczytaé i zapisa¢ wartosci katow wskazane przez ciggna na skali katowe;j.

6) Zwazy¢ bryle i obciaznik Q ( o ile masy nie sa podane ).



Wykonanie sprawozdania

1) Narysowac¢ schemat stanowiska pomiarowego dla metody wybiegu.
2) Wyniki pomiarow i obliczen dla tej metody zamie$ci¢ w ponizszej tabelce:

Nr pomiaru Predkosc Czas wybiegu Moment Moment z
obrotowa T analityczny pomiaru
ny [obr/min] r 1, Tkg-m’] I, [kgm’]

3) Wykona¢ obliczenia w nastgpujacej kolejnosci:
— obliczy¢ &, wedtug (8.13);
— wyznaczy¢ w celu sprawdzenia analityczny moment bezwtadnosci 7, ,, korzystajac ze wzoru
(6.10);
— obliczy¢ moment bezwtadnosci Iy za pomoca wzoru (porownaj z (8.14)

M
I, =—-1,
0

gdzie: M, - $redni moment tarcia, ktérego sposdb wyznaczenia poda prowadzacy ,
I,, =1.57-107* [kgm?]- poprawka bedaca wartoscia momentu bezwtadnosci
elementow wirujacych stanowiska pomiarowego
— wyliczy¢ $redni moment bezwtadnosci .

4) Punkty 2) i 3) powtorzy¢ dla bryt o momentach 7,1 7,,.
5) Narysowa¢ schemat stanowiska (rys.8.7).
6) Zapisa¢ wyniki pomiardéw i obliczen w tabelce podanej ponize;j.

Nr |[Cigzar Cigzar Katy wyznaczone
bryly |obciaznika |bryly przez ciggno h
o
a
0 [N] GIN] Przed po
obciazeniem |[obciazeniu ‘
a, —a [m] m
a P ak k P [ ]
1
2
3

7) Obliczy¢ wartos¢ & dla kazdej z bryt wg zaleznos$ci (8.15).
8)Opracowac wnioski
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